DEVOIR NUMERO 4 VERSION B

ECG2 MATHS APPLIQUEES

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raison-
nements entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies.

Les candidats sont invité es & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule 'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat ou une candidate repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera
amené a prendre.

On suppose, et c’est valable pour toute I’épreuve, que la librairie suivante est importée sous son alias

habituel :
1 ] numpy . random as rd

DEFINITIONS ET NOTATIONS DU PROBLEME.

e Dans tout le sujet on considére un espace probabilisé (€2, .4,P), toutes les variables aléatoires qui
interviennent dans la suite sont définies sur cet espace.

e La lettre p désigne un réel fixé de |0,1[. On pose ¢ =1 — p.

e Si A est un événement, on note I 4 la variable aléatoire indicatrice de cet événement, définie par :

1 siwed

0 sinon

Vw e Q,14(w) = {

Exemple : on lance une infinité de fois un dé a 6 faces équilibré et on définit I’événement A : «le dé tombe
sur 6 & chaque lancer ». Dans ce cas, la variable aléatoire 4 prend la valeur 1 si le dé tombe sur 6 & chaque
lancer et la valeur 0 sinon.

e Si(An),cy est une suite d’événements et si w € Q est une issue, on rappelle que :

+oo +o0o
we ((Are=VkeNwed, et we| A< TkeNuwed,
k=0 k=0
Exemple : on lance une infinité de fois un dé a 6 faces équilibré et on définit les événements Ay : «le dé
tombe sur 6 au k¢ lancer » pour tout entier k > 1. Soit w une issue. Alors :
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+00

w € ﬂ A <= "le dé est tombé sur 6 & chaque lancer"
k=1
“+00

w € U A, <= "le dé est tombé au moins une fois sur"6
k=1

e Si(Ap),cy est une suite d’événements, on pose :

“+00 400

—+00 +00
limsup 4,, = ﬂ U A et  liminf A, = U ﬂ Ap
" n=0k=n " n=0k=n
n
® Si(Xy), o est une suite de variables aléatoires, on pose, pour tout n € N, S, = >~ Xp.

k=0

On appelle série de terme général X,,, et on note ) X,,, la suite de variables aléatoires (Sy),cy- Il s’agit
d’une série de variables aléatoires.

On pose Aey = {w € Q| > X,,(w) converge } (on remarquera que », X, (w) est une série de nombres réels).
On admet que Acy est un événement, que ’on peut également écrire sous la forme :

Ay ¢ «la série de variables aléatoires E X, converge»

De maniére analogue, on pose Agy = {w € Q| > X, (w) diverge } et on admet que Aqy est un événement,
que 'on peut également écrire sous la forme :

Agy @ «la série de variables aléatoires Z X, diverge»
On dit que la série de variables aléatoires Y X, converge presque-siirement (resp. diverge presquesiirement)
si P(Aey) =1 (resp. P(Agy) =1).
ORGANISATION DU PROBLEME.

Dans le diagramme qui suit, une fleche pointant de ¢ vers j indique que la partie j utilise des résultats de
la partie 7 :

]l ——— 3 «—— 2

L]

4 D

PARTIE 1 : LIMITE SUPERIEURE ET LIMITE INFERIEURE D’UNE SUITE D’EVENEMENTS

On fixe pour toute cette partie une suite (Ay), cy d’événements et w € 2 une issue. On pose :

Iw)={keN|we A}
Ainsi, I(w) est I’ensemble de tous les indices k € N tels que Ay, est réalisé pour l'issue w.

Exemple : on lance une infinité de fois un dé a 6 faces équilibré et on définit les événements Ay, : «le dé tombe
sur 6 au k€ lancer» pour tout entier k > 1. Pour l'issue w = (1,6,6,3,5,6,4,6,...),ona I (w) ={2,3,6,8,...}.
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1. a. Traduire a l'aide de quantificateurs et de 'ensemble I(w) les propositions "w € limsup,, A," et
"w € limsup,, A,".

b. Montrer que si w € limsup,, Ay, alors I(w) est fini.

¢. Montrer que : si I(w) est fini, alors w € limsup 4,,.

Ce qui précede justifie les équivalences suivantes (que l'on ne demande pas de démontrer) :

w € limsup A,, <= I(w) est infini
n
<> il existe une infinité d’indices k € N tels que Ay est réalisé

2. Traduire a l'aide de quantificateurs et de l’ensemble I(w) la proposition "w € liminf, A,". Cette
traduction justifie les équivalences suivantes (que l'on ne demande pas de démontrer) :

w € liminfA, <= I(w) contient tous les entiers naturels a partir d’un certain rang
n

<= tous les événements Ay sont réalisés & partir d’un certain rang

3. a. Justifier que liminf,, C limsupA,.
n n

b. Justifier que limsup,, 4, = liminf,, A4,.

4. Une application. On lance une infinité de fois un dé & 6 faces équilibré. On définit, pour tout n € N*,
I'événement A,, : «le dé tombe sur 6 au n¢ lancers.

a. Exprimer & 1’aide d’une phrase ’événement lim sup A,,.

b. Exprimer & l'aide d’une phrase I’événement lim,, inf A,,.

PARTIE 2 : THEOREME DE LA LIMITE MONOTONE

L’objet de cette partie est de démontrer le théoréme de la limite monotone, qui se décline en deux énoncés,
puis d’en donner une premiére application concréte. Dans les parties suivantes, a chaque utilisation de ce
théoréme, les candidats sont invités a preéciser si ils/elles utilisent le Théoréme 1 ou le Théoréme 2.

Théoréme : de la limite monotone, version 1.
Soit (Ap),cy une suite d’événements.

e Si (Ay),cy st croissante (i.e. si, pour tout n € N, A, C Ayq1 ), alors :

+o0
() - amrn

e Si(An),cn est décroissante (i.e. si, pour tout n € N, 4,41 C Ay, ), alors :

+o0o
£ () - mron

Théoréme : Théoréme de la limite monotone, version 2.
Soit (An),cy une suite d’événements. Alors :

+oo n +oo n
IP(UAk): lim IP’(UAk) et ]P’(ﬂAk>: lim P(ﬂAk)
k=0 notee s ko k=0 nore s \k=o
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5. Soit (A;), oy une suite croissante d’événements.

a. Démontrer que la suite (P (Ay)), oy est convergente. On pose £ = lim P (Ay,).
n

—+o00
+0o0o +00
b. On pose A_1 = @ et, pour tout n € N, B,, = A,\ 4,,_1. Démontrer que U A = U By.
k=0 k=0
c. Démontrer que les événements By, sont deux & deux incompatibles.
+o0o
d. Conclure que : P <U Ak> =/.
k=0
6. Soit (A;),cy une suite décroissante d’événements.
a. Démontrer que la suite (IP(Ay)),,cy est convergente. On pose £ = nETOO]P) (An).

b. On pose, pour tout n € N, C,, = A,. Démontrer que la suite d’événements (C),) est croissante.

“+o0o
c. En déduire que P (U Ck) =1—-24.
k=0
+00 +o00o
d. Vérifier que U Cy = ﬂ Ag.
k=0 k=0

+o0
e. Conclure que P (ﬂ Ak> =/.

k=0

n
7. Soit (A), ¢y une suite d’événements. On pose, pour tout n € N,U,, = U Ayg.
k=0

a. Démontrer que la suite d’événements (U,) est croissante.

“+oo “+oo
b. Démontrer que U U, = U Ag.
k=0 k=0
“+oo n
c. Conclure que P (H Ak> = HEIEOOIF’ <,€L_JO Ak).

+00 n
On admet qu’on obtient ensuite P ﬂ Al = lim P ﬂ Ag | en utilisant un passage au complémen-
k=0 mEee \kmo

taire. On ne demande pas de le faire.
8. Une application. On lance une infinité de fois un dé & 6 faces équilibré. On définit, pour tout £ € N*,

I’événement Dy : "le dé tombe sur 6 au k¢ lancer". On note A I’événement "le dé ne tombe jamais
sur 6".

a. Exprimer ’événement A & l'aide des événements Dy,.

b. Calculer P(A) a l'aide du théoréme de la limite monotone.

PARTIE 3 : LEMME DE BOREL-CANTELLI

L’objet de cette partie est de démontrer le lemme de Borel-Cantelli, puis d’en donner deux applications
concrétes. Ce lemme sera ensuite utilisé pour étudier certaines séries de variables aléatoires dans la partie 4.

Théoréme : lemme de Borel-Cantelli.
Soit (Ap),cn une suite d’événements. On pose A = limsup,, A,.

e Si la série Y P (A,) converge, alors P(A) = 0 (autrement dit, P(A) = 1 et donc il est presque
certain que tous les événements Ay sont réalisés a partir d’un certain rang).
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e Si les événements de la suite (A,) sont indépendants et si la série Y P (A,) diverge, alors
P(A) = 1 (autrement dit, il est presque certain qu’il existe une infinité d’indices k € N tels que
I'événement Ay est réalisé).

On fixe (Ap), oy une suite d’événements. On pose A = limsup,, A,.

9. On suppose, dans cette question uniquement, que la série > P (A,,) converge.

+00 too

a. Montrer que P(A) = lim P (U Ai> . Indication : étudier la monotonie de la suite <U AZ-) .
n——+o00 . )

i=n i=n neN

b. Inégalité de Boole. Montrer par récurrence sur k > 2 que si Bi,..., By sont des événements,

alors on a :

“+o0o “+oo
c. En déduire que, pour tout n € N: P (U Ai> < ZIP (A;).
i=n i=n
+o0o
d. Justifier que lim P(4;) =0.
n—r+00 4
=n
e. En déduire que P(A) = 0.
10. On suppose, dans cette question uniquement, que les événements de la suite (A,) sont indépendants

et que la série Y P (A,) diverge.

+o00
a. Montrer que P(4) = lim P ﬂ A
j=n

n——+0oo
400 N
b. Justifier que, pour tout n € N, PP ﬂ Ajl = Nl—igloop ﬂ A;
Jj=n j=n

—x

c. Montrer que, pour tout z € R, e™* > 1 — x. En déduire que, pour tout entiers naturels n < IV,

N N
o<P ﬂ%Tj < exp _ZP(Aj)
j=n j=n

N
d. En déduire que, pour tout n € N, lim P ﬂ A; | =0. Conclure.
N—+co !
j=n

11. Une premiére application. On lance une infinité de fois un dé a 6 faces équilibré. On définit, pour
tout k € N*, I'événement Dy : "le dé tombe sur 6 au k° lancer". On définit également, pour tout
n € N* D'événement A, : "le dé tombe sur 6 & chacun des lancers numéros n,n+1,...,2n — 1". On
pose A = limsup,, A,.
a. Calculer, pour tout n € N*, P (4,,).
b. Calculer P(A) a l'aide du lemme de Borel-Cantelli.

12. Une deuxiéme application. On lance une infinité de fois un dé & 6 faces équilibré. On dit que le
motif double 6 apparait au rang n € N* si le dé tombe sur 6 aux lancers numéros n et n+1. On définit,
pour tout n € N*, I"événement A, : "le motif double 6 apparait au rang 2n". On pose A = limsup A,,.
On définit 'événement B : "le motif double 6 apparait une infinité de fois".

a. Calculer P(A).
b. Comparer les événements A et B. En déduire P(B).
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PARTIE 4 : ETUDE DE QUELQUES SERIES DE VARIABLES ALEATOIRES

13. On considére dans cette question une suite (Xp), oy de variables aléatoires suivant toutes la méme loi
(appelée loi de Rademacher) définie ci-dessous :

VneN, P(Xu=1)=g e P(Xu=-1)=

a. Ecrire une fonction Python d’en-téte def rademacher() : qui simule une variable aléatoire suivant
la loi de Rademacher.

b. Soit w € Q. Expliquer pourquoi la série > X,,(w) diverge.
c. En déduire que la série de variables aléatoires > X,, diverge presque-siirement.

14. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires. On pose Ay = liminf [X,, = 0].
n

a. Exprimer & ’aide d’une phrase ’événement Ag.

b. Démontrer que Ay C Aey.

c. Conclure que : si P (Ag) = 1, alors la série de variables aléatoires Y X, converge presque stirement.
15. On considére dans cette question une suite (X;), .y de variables aléatoires définie par récurrence :

Xo <= B(p) et, pour tout n € N :

e la loi conditionnelle de X, sachant [X, ] est la loi de Bernoulli de paramétre p;

=1
e la loi conditionnelle de X, sachant [X,, = 0] est la loi certaine égale a 0 .

On admet que cette suite de variables aléatoires est bien définie et en particulier que, pour tout
neN,P([X,=0])#0et P([X,=1]) #0.

a. Recopier et compléter la fonction Python écrite ci-dessous. Cette fonction prend en paramétres
d’entrée un entier naturel n et un réel p €]0,1], simule les variables aléatoires Xo,..., X, et
renvoie la liste [Xo,..., X, |. On rappelle que la commande rd.binomial (1,p) simule une variable
aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de paramétre p.

i} def markovBernoulli(m, p):
2 L =[]

3 X = ...

\ L.append(X)

5 for k in

6 1 1

9 X = ...
10 L.append (X)
11 return L

b. On pose, pour tout n € N, u,, = P ([X,, = 1]). Déterminer une relation de récurrence liant u, 11 et
Uy, puis en déduire une expression simple de u,, valable pour tout entier naturel n.

c. (i) Justifier que, pour tout n € N, [X,, = 1] = ﬂ Xk = 1].
k=0
(ii) Retrouver l’expression de u, & l’aide de cette formule.

(iii) Soit (n,m) € N2 tel que n < m. Les variables aléatoires X,, et X,, sont-elles indépendantes ?

d. (i) Quelle est la monotonie de la suite d’événements ([X,, = 0]),,cn 7
+00

(ii) En déduire, pour tout n € N, une simplification de m (X, =0].
k=n

(iii) On pose Ag = liminf [X,, = 0]. Calculer P (Ay).
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(iv) Que peut-on conclure sur la série de variables aléatoires Y X, 7

de variables aléatoires indépendantes suivant
Y

ne’

16. On considére dans cette question une suite (Y7,),cn-

toutes la loi géométrique de paramétre p. Soit « un réel fixé. On pose, pour tout n € N*, X, =
On étudie la convergence de la série de variables aléatoires ) X, suivant la valeur de a.

a. On suppose, dans cette question uniquement, que a < 1. Montrer que la série de variables aléa-
toires Y X,, diverge presque-stirement.

b. On suppose, dans cette question uniquement, que o > 2.
(i) Montrer que, pour tout k € N*, P ([Yx > k]) = ¢*. (On rappelle que g=1—p)
(ii) On pose A = limsup [Y; > k]. Montrer que, pour tout w € A, la série Y X,,(w) est conver-
gente. :
(iii) En déduire que la série de variables aléatoires Y X,, converge presque-stirement.

c. Ecrire une fonction Python sommePartielle(n, p, alpha) qui prend en entrée un entier naturel n
non nul, un réel p €]0,1] et un réel alpha et qui renvoie une simulation de la variable aléatoire

Sp =3 Xp.
k=1

17. On considére dans cette question une suite d’urnes (Up), o+ telle que, pour tout n € N*, I'urne Uy,
contient 2n boules numérotées de 1 & 2n. L’expérience aléatoire consiste a faire deux tirages successifs
et sans remise dans chacune de ces urnes. On note, pour tout n € N*, T}, ; (resp. 15,2 ) la variable
aléatoire égale au numéro de la boule obtenue au premier (resp. second) tirage effectué dans I'urne
Up. On pose, pour tout n € N*, X, = |T),1 — T2

a. Déterminer, pour tout n € N*, T}, 1(Q), T, 2(Q2) et X,,(Q).
b. Soit n € N* et soit (i,7) € T, 1(Q2) x T}, 2(2). Calculer P ([T},1 =4 N [Ty 2 = j]).
c. Soit n € N* et soit k € X,,(2). Démontrer que :

2n —k
P(X, =k =——
d. (i) Soit k € N* fixé. Déterminer la nature de la série > P ([X,, = k]).
n=1

(ii) On pose A = limsup [X,, = 1]. Calculer P(A) puis en déduire que, pour tout o € R, la série
de variables aléatoires ) % diverge presque-siirement.

PARTIE 5 : THEOREME DE KOLMOGOROV

L’objet de cette partie est de démontrer le théoréme de Kolmogorov, puis d’en donner une application.

Théoréme : de Kolmogorov.
Soit (Xy,),cn une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes admettant chacune un moment
d’ordre 2. On suppose que toutes les variables aléatoires X, sont d’espérance nulle et que la série
>V (X,,) converge. Alors la série de variables aléatoires »_ X,, converge presque-stirement.

On fixe une suite de variables aléatoires (Xp), oy vérifiant les hypotheses du théoréme de Kolmogorov. On

n
rappelle que Aqy = {w € Q| > X, (w) converge } et que, pour tout n € N, S, = > Xj.

k=0
On définit, pour tout (n, N) € N2, 'événement :

—+00 400

C(N,n) = () [I1Si =81 < 277]

i=nj=n

On admet que 'on peut réécrire I’événement A, de la maniére suivante :
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Aoy ={w e QYN e N,In e N,Vi > n,Vj > n,[Si(w) — 5;(w)| < 27N}
“+00 +00
= ﬂ U C(N,n)
N=0n=0
18. Résultats préliminaires sur les variables aléatoires indicatrices.
a. Soit B un événement. Déterminer la loi de Ip puis en déduire que : E (Ig) = P(B).
b. Soient B; et By deux événements incompatibles. Montrer que : I, +Ip, = Ip,uB,-
c. Soit B un événement et soit Z une variable aléatoire discréte admettant une espérance. Démontrer
que la variable aléatoire Zlp admet également une espérance.
Indication : on notera pour cette preuve que Z(2) C {z; | i € N} o xog =0 et x; # 0 pour ¢ > 1.
On comparera P ([Zlp = x;]) avec P ([Z = x;]) pour i > 1.
19. Soit n € N et soit a > 0. On pose :

A = [max (|Sol, [S1],---,|Sn]) = @]
et, pour tout k € [0,n] :

k—1
A =[Skl = o] N <ﬂ [15i] < a])
i=0
n
a. Montrer que les événements Aj sont deux a deux incompatibles puis que A = U Apg.
k=0
b. Recopier et compléter la fonction Python indicA(n, alpha) qui prend en paramétres d’entrée un
entier naturel n et un réel a > 0 et qui simule la variable aléatoire 4. On supposera que 'on
dispose d’une fonction Python simulX() qui simule la variable aléatoire Xy. On rappelle que la
fonction Python abs renvoie la valeur absolue du nombre donné en argument.

c. Démontrer par récurrence que, pour tout i € [0,n] :

7
Z ]IAk = HAQUA..UAZ'
k=0

d. Montrer que :

E (Z sgﬂAk> <E(S2)
k=0

e. En déduire que :

k=0

Indication : commencer par justifier que, pour tout (a,b) € R?, a? > b% + 2b(a — b)
f. Montrer que, pour tout k € [0,n], E (Sk (Sn — Sk)14,) = 0.
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n n

g. Montrer que : Z]E (S,%]IA,C) > ao? ZE(HAk)‘
k=0 k=0

h. Conclure que :

V(5n)
a2

P(A) < (Inégalité de Kolmogorov)

20. On fixe dans cette question un réel € > 0.

a. Justifier, & 'aide de I'inégalité de Kolmogorov, que, pour tout n € N et pour tout j € N* :

D < V (Sntj — Sn)

S
. g2

PR

P([max |Sntk — Sn| =€
1<k<j

b. En déduire que, pour tout n € N et pour tout j € N* :

R,
— > < —
F (Lr?;?é(j [Sntk = Sl 2 E}) = g2

—+00
k=n+1

c. On pose, pour tout n € N, B, (¢) = [r}rgafc |Sptre — Snl = 5]. Conclure que :
=
nETmP(B”(E)) =0

21. On fixe dans cette question un entier naturel V.

a. Démontrer que, pour tout n € N :

B, (2=(N+1)) C C(N,n)
b. En déduire que :

+o00
P (U C(N,n)> =1
n=0

22. Conclure que : P(Aqy) = 1.

23. Une application. On considére dans cette question une suite (Y,,), oy« de variables aléatoires indé-
pendantes suivant toutes la loi de Rademacher (voir question 13 pour la définition).

On pose, pour tout n € N*, X, = %

Démontrer que la série de variables aléatoires ) X,, converge presque-sirement.
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